Розв´язування задач на рух системи зв´язаних тіл

 на основі енергетичного підходу
В процесі вивчення теми „Закони збереження в механіці” ряд задач на рух системи пружно зв’язаних тіл слід розв’язати, використовуючи поняття механічної роботи та енергії. Доцільність такого підходу обумовлюється тим, що учням корисно показати, як один і той самий результат можна одержати різними способами, зокрема виходячи з більш загальних принципів, якими являються закони збереження. З другої сторони, це сприяє більш глибокому розумінню школярами ролі динамічного й енергетичного підходів до вивчення механічних явищ, того, що ряд задач можна розв’язати не знаючи сил, які діють на тіла.
Задачі на рух системи матеріальних точок зводяться до задачі динаміки однієї матеріальної точки шляхом поділу системи на кілька частин, кожну з яких можна в свою чергу вважати матеріальною точкою. Для кожної з точок записується рівняння другого закону Ньютона, до них часто додаються кінематичні формули [4]. При розв’язанні такої системи навіть і в підготовлених учнів виникають певні труднощі. При енергетичному підході число рівнянь менше і, що теж важливо, забезпечується цілісний підхід до явища, що лежить в основі задачі.

Розглянемо конкретні приклади.

Задача 1.

Знайти прискорення тіл в системі, зображеній на мал. 1.
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Нитку вважати нерозтяжною, її масою і масою блока знехтувати, тертя в блоці не враховувавти. Необхідність таких ідеалізацій при енергетичному підході випливає з наступних міркувань. «Нерозтяжимість» нитки означає не лише те, що вантажі M і m рухаються з однаковим прискоренням і швидкостями, а й дає можливість знехтувати енергією її пружної деформації. Нескінченно мала маса нитки і блока береться для того, щоб можна було знехтувати кінетичною та потенціальною енергіями цих частин системи.
Нехай тертя між вантажем М і поверхнею столу відсутнє. На основі закону збереження механічної енергії можна записати

∆ К + ∆ П = 0  (1), або

∆ К = -∆ П  (2)

Зміна кінетичної енергії системи дорівнює зміні її потенціальної енергії, взятій з протилежним знаком. Будемо вважати, що початкова швидкість системи v0 = 0. Тоді зміна кінетичної енергії
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Якщо тіло m опустилось на висоту h, то зміна потенціальної енергії

∆ П = -mgh (4)
Підставляючи (3) і (4) в рівняння (2) одержим
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Враховуючи те, що переміщення тіла М по горизонталі дорівнює переміщенню тіла m по вертикалі, тобто S = h (6) і кінематичне рівняння V2 = 2aS (7) з формули (5) знаходим

а = 
[image: image5.wmf]m

M

m

+

  g    (8)

Якщо між вантажем М і поверхнею столу діє  сила тертя, слід спочатку з’ясувати, чи буде система рухатись взагалі. Це можна зробити, виходячи з енергетичних міркувань. Припустимо, що система приходить в рух. Робота сили тертя дорівнює зміні механічної енергії системи
Ат = ∆ К + ∆ П   (9)

Поскільки зміна кінетичної енергії ∆К>0, з рівняння (9) випливає нерівність

Ат.> ∆ П (10)

Враховуючи, що 

Ат = -μМgS (11), а
∆ П = - mgh (12)

одержуємо
μМ < m  (13)

При виконанні умови (13) система почне рухатись. Зміна її кінетичної енергії

∆ К =
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Підставляєм (11), (12) і (14) в рівняння (9)

-μМgS =
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Враховуючи (6) і (7), остаточно знаходимо 

a = 
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Задача 2.
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На похилій площині, що утворюе з горизонтом кут α, перебуває тіло масою m1. До тіла прив’язана легка нитка, перекинута через блок, до другого кінця якої прив’язано вантаж масою m2.(мал.2).
Коефіціент  тертя між тілом m1 і площиною μ. Знайти прискорення вантажів. Масу блока не враховувати.
Навіть при наявності конкретних числових даних, невідомо в якому напрямі будуть рухатись вантажі і чи будуть вони рухатись взагалі. Покажемо, як на основі  енергетичного підходу можна розв’язати задачу в загальному вигляді. Відомо, що відповідь в буквеному вигляді містить набагато більше інформації, ніж в числовому.
Припустимо, що система починає рухатись. Тоді, як і в попередній задачі, з рівняння
Ат = ∆ К + ∆ П   (1)

одержуємо нерівнісь 

Ат> ∆ П (2)

В зв’язку з тим, що невідомо, який з вантажів опускається, а який піднімається, нерівність (2) зручно записати через модулі відповідних величин. Поскільки AT<0 і ∆П<0, то
|Ат| <|ΔП| (3)

|Ат | = μm1gS cos α (4)
|∆П|  = |m2gh – m1gh sin α| (5)

Підставивши (4) і (5) в (3) і враховуючи, що переміщення тіла m1 вздовж похилої площини дорівнює переміщенню тіла m2 по вертикалі S=h, одержимо умову прискореного руху системи
μm1 cos α < |m2 - m1 sin α|    (6)

Якщо умова (6) не виконується, то система не рухається, її прискорення а=0. При виконанні умови напрям руху вантажів буде таким, яким він був би при відсутності тертя.
Зростання кінетичної енергії тягарців можливе за рахунок зменшення їх сумарної потенціальної енергії. Як видно з мал. 2, якщо лівий тягарець піднімається, а правий тягарець опускається, то
∆ П = m1gh sin α - m2gh  (7)

При зворотньому русі

∆ П = m2gh - m1gh sin α  (8)
В обох випадках зміна потенціальної системи повинна бути від’ємною, тобто ∆П<0. Виходячи з цього, легко з’ясувати напрями руху тягарців.

При m1gh sin α - m2gh<0    або
m1 sin α < m2      (9)

тягарець m1 буде підніматись, а m2 – опускатись.

При m2gh - m1gh sin α <0    
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 m2    <  m1 sin α (10)

рух буде зворотнім.

З’ясувавши напрям руху системи і вважаючи V0 = 0,  рівняння (1) можна записати для першого випадку (тягарець m1 піднімається)
-μm1gh cos α =
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 - m2gh (11),
для другого (тягарець m1 опускається)
-μm1gh cos α =
[image: image12.wmf]2

)

(

2

2

1

V

m

m

+

 + m2gh – m1gh sin
[image: image13.wmf]a

 (12)

Враховуючи, що при V0 = 0  V2 = 2ah, з рівнянь (11) і (12) одержим для прискорень тягарців, коли блок провертається за стрілкою годинника
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Коли в протилежному напрямі
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Знаючи числові значення і напрями прискорень тіл, легко розрахувати сили, що діють в системі (мал.3,4)
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Щоб знайти силу натягу нитки, досить записати рівняння другого закону Ньютона для тіла m2. Якщо тіло рухається вниз то рівняння  має вигляд

m2g – T = m2a
Звідси сила натягу T = m2(g – a) (15)

Якщо тягарець m2  піднімається  вгору, рівняння другого закону запишеться так
T – m2g = ma  
[image: image18.wmf]Þ

  T = m2 (g + a)  (16) 
Сила тертя, що діє на тіло m1 з боку похилої площини в обох випадках обчислюється за формулою
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Коли система нерухома, сила натягу нитки

T = m2g  (18)

Щоб знайти силу тертя  спокою, що діє  на тіло m1 в цьому випадку, треба записати  умову його рівноваги
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Сила тертя спокою має напрям, протилежний напряму можливого руху тіла, тобто такий, який мала б система при відсутності тертя. Умови такого руху відображені в нерівностях (9) і (10). З них випливає, що при  m1sin α <m2  сила тертя спокою буде напрямлена вздовж похилої площини вниз, а при m2 < m1sin α   її напрям буде протилежним.
Рівняння (19)  в проекціях на вісь, напрямлену вздовж похилої площини вниз, в першому випадку запишеться так
m1g cos α + FT – T =0
Звідси, враховуючи, що T = m2g, одержуєм 
FT = m2g – m1g cos α  (20)
В другому випадку

m1g cos α – FT  - T = 0       
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 FT = m1g cos α - m2g   (21)

Для конкретних розрахунків можна використати дані наступної задачі [3].

Яка сила тертя діє на брусок m1, з яким прискоренням рухаються вантажі (мал. 2) і яка сила натягу нитки, якщо висота похилої площини 60 см, довжина 1м, m1=0,5 кг, μ=0,25? Розв’язати задачу при таких значеннях маси тіла m2: 

а) 0,1 кг; б) 0,25 кг; в) 0,3 кг; г) 0,35 кг; д) 0,5 кг.

Детальний розв’язок задачі з використанням 2 закону Ньютона наведено в статях Новікова В.М. [2] та Бугаєнка Г.А. і С.А. Буркової [1].

Енергетичний підхід особливо зручно використовувати тоді, коли за умовою задачі не вимагається проводити розрахунок сил, що діють в системі.

Задача 3.


В системі, зображеній на малюнку 5, тертя між будь-якими поверхнями відсутнє. Якщо вантажу масою m=150 г, що перебуває над рамою на відстані 1,2 м, дозволити рухатися, то за який час він пройде цю відстань? Маса рами М=1650 г [5]. 
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Мал.5
Коли тягарець m опуститься на відстань h, рама М переміститься по горизонталі на відстань S. Як видно з малюнка 5,
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За цей час рама з тягарцем матимуть в горизонтальному напрямі швидкість V, а тягарець m крім цього ще й вертикальну швидкість u. Зрозуміло, що 
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Тоді на основі закону збереження енергії можна записати
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 EMBED Equation.3  [image: image26.wmf]mgh
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Враховуючи, що 
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Поскільки 
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, для вертикального прискорення тягарця m отримаємо
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Знаючи прискорення, з формули 
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